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Abstrakt 
Práce se zabývá analýzou řešení poměrů na rozhraní vrstev s různými 
elektromagnetickými vlastnostmi s využitím důsledného teoretického odvození analytických 
vztahů. Problém řeší i pro vícenásobná rozhraní se zahrnutím efektu šíření elektromagnetické 
vlny s rozdílnou okamžitou rychlostí. 
Práce obsahuje přehled a formulaci základních vlastností metod používaných pro analýzu 
šíření elektromagnetické vlny, a to zejména paprskových modelů. V průběhu řešení disertační 
práce byly navrženy a ověřovány algoritmy pro analýzu složek elektromagnetického pole na 
souboru odlišných rovinných vrstevnatých materiálů. Algoritmus byl sestaven tak, aby bylo 
snadné vyhodnocovat všechny složky elektromagnetického pole v závislosti na rychlosti šíření 
vlny v heterogenním prostředí.  Navržené algoritmy jsou porovnávány pomocí odlišných 
numerických metod pro modelování elektromagnetických vln na rozhraní materiálu. Byly 
porovnány složky elektromagnetického pole ve společných bodech modelu.  
Ve spojení s nástroji pro analýzu odezvy materiálu na zdroj spojitého signálu představují 
algoritmy doplňující nástroj pro návrh vrstevnatého materiálu. Návrh vrstevnatého materiálu 
umožňuje realizovat například bezodrazové plochy, bezodrazový přechod mezi prostředími 
a filtry jak pro optické, tak pro radiové kmitočty. 
Klíčová slova 
Elektromagnetická vlna, odraz a lom elektromagnetické vlny, Snellův zákon, polarizace, 
interference, vrstvy, multivrstvy, metamateriály, metoda Ray-tracing a metoda konečných prvků 
(MKP).  
Abstract 
The proposed dissertation thesis contains an analysis of conditions on the boundary 
between layers having varied electromagnetic properties. The research is performed using 
consistent theoretical derivation of analytical formulas, and the underlying problem is 
considered also in view of multiple boundaries including the effect of the propagation of 
electromagnetic waves having different instantaneous speed. 
The author presents a survey and formulation of the basic characteristics of methods used 
for electromagnetic wave propagation analysis; in this respect, special emphasis is placed on 
radial models. The processing of the topic involved the designing and verification (using a set of 
different, layered planar materials) of algorithms to analyze the electromagnetic field 
components. The algorithm was assembled to enable simple evaluation of all components of the 
electromagnetic field in relation to the speed of the wave propagation in a heterogeneous 
environment. The proposed algorithms are compared by means of different numerical methods 
for the modelling of electromagnetic waves on the boundary between materials; moreover, 
electromagnetic field components in common points of the model were also subject to 
comparison. 
When in conjunction with tools facilitating the analysis of material response to the source 
of a continuous signal, the algorithms constitute a supplementary instrument for the design of 
a layered material. Such design enables the realization of, for example, recoilless plane, 
recoilless transition between different types of environment, and filters for both optical and 
radio frequencies. 
Keywords 
Electromagnetic wave, reflection, refraction, Snell’s law, polarization, interference, layer, 
multi-layer, metamaterial, Ray-tracing method, Finite element method (FEM). 
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1 Úvod 
Modelované prostředí se rozlišuje podle základní geometrie modelu a vlnové délky . 
Pokud je vlnová délka řádově srovnatelná s geometrií objektu, lze mluvit o tenké vrstvě 
materiálu. Pokud je vlnová délka  šířícího se záření kratší než nejmenší rozměr geometrického 
modelu, označuje se jako tlustá vrstva. V případě tlusté vrstvy lze k analýze šíření vlny 
přistupovat s jistými zjednodušujícími předpoklady. 
Stejně jako v optice lze problematiku šíření EMG vlny rozdělit podle vlastností záření do 
tří kategorií analýzy: 
I. Optika geometrická – studuje zákony záření založené na přímočarém šíření vlny, 
které je možné aplikovat pro geometrii s rozměry většími než je vlnová délka  zdroje záření. 
Někdy označována jako paprsková metoda analýzy šíření záření. 
II. Optika vlnová – studuje vlnové vlastnosti záření, pokud jde o takové množství 
energie, že není třeba přihlížet k její nespojitosti. Analýza je vhodná pro vlnové délky řádově 
srovnatelné s geometrií objektu. 
III. Optika kvantová (korpuskulární) – studuje elementární vlastnosti záření, zvláště 
vznik a absorpci, při nichž se znatelně uplatňuje kvantová povaha záření, jak je známo 
z literatury [1] a [2]. 
Současné metody geometrické optiky [3] jsou účinné pro řešení záření včetně základních 
vlnových efektů v geometricky komplikovanějších modelech prostředí. Není frekvenčně 
limitována na oblast optických frekvencí a lze ji aplikovat na oblast šíření rádiových vln. Je 
podložena makroskopickým náhledem na teorii elektromagnetismu vycházející z Maxwellových 
rovnic a dovoluje analyzovat nejen trajektorie šíření vlny, ale i změny velikosti a fáze intenzity 
pole a polarizace vln, k nimž při šíření v nehomogenním prostředí dochází. Předností této 
metody je větší názornost vzhledem ke snadné představě paprsků. 
Použitá analýza rozložení veličin popisujících vlnu na rozhraní prostředí postihuje jevy 
vyplývající z vlnové povahy EMG vlny při makroskopickém pojetí úlohy, jak je řešena metodou 
geometrické optiky. Analýzu lze aplikovat i na modelech s větší vlnovou délkou, než je oblast 
viditelného záření. Zde se při dodržení podmínek platnosti vztahů modelu může navržený model 
s velmi přesným vyhodnocením veličin na rozhraní vrstev jevit jako vysoce účinný nástroj. 
Zejména se jedná o numerické modely detailů částí s komplikovanou geometrií, řádových 
rozdílů geometrických parametrů, modely s přechodovou analýzou šíření vlny. Modely mohou 
být s pulzním nebo širokospektrým popisem zdroje záření. 
2 Přehled současného stavu 
Princip šíření EMG vlny je využíván v celé řadě odvětví lidské činnosti. Nejde jen 
o případ jeho využití jako média pro přenos signálů jak ve formě rádiových vln, tak optických 
spojů, ale také například v medicíně u neinvazivních zobrazovacích technik na principu 
magnetické rezonance. Zde je žádoucí postihnout chování EMG vlny prostupující různými 
prostředími a vliv šíření vlny na biologickou strukturu tkání a ve svém důsledku na zdraví 
člověka. Výzkum probíhá v oblasti analogických modelů šíření EMG vln i v akustické části 
spektra s aplikací při návrhu eliminace akustického signálu i protihlukových bariér [4]. Analýza 
šíření záření v oblasti viditelného světla, úzké oblasti EMG spektra, na rozhraní 
prostředí  nabývá v dnešní době dle [5] až [9] na významu i v oblastech dříve neuvažovaných. 
Dynamický pokrok zaznamenávají metody a modely šíření EMG záření díky výzkumu 
heterogenních materiálů, nanomateriálů [10] až [15], periodických struktur a metamateriálů [16] 
a [17]. 
Pro vyřešení chování EMG vln na rozhraní prostředí a ve vrstvách materiálů různých 
fyzikálních vlastností je při ověření a návrhu nových struktur nutné nalézt efektivní výpočetní 
nástroje. Prvním ze dvou přístupů, v makroskopickém pojetí modelů, k analýze EMG pole na 
rozhraní je pohled na vlnu jako přímkově se šířící v homogenním izotropním prostředí. Druhým 
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je pohled na rozhraní jako hmotu formulovanou makroskopickými veličinami a parciálními 
diferenciálními vztahy.  
V oblasti spektra viditelného EMG záření, tj. v rozsahu vlnových délek  
380–780 nm, je pro zobrazovací a výpočetní metody využíváno několik základních principů 
a metod, jejichž přehled a porovnání je například v práci [18]. Softwarová řešení vychází 
z metod počítačové grafiky, které jsou i ve své rozšířené podobě založené na čtyřech hlavních 
metodách. Jsou to metoda Ray-tracing [19] a [20], metoda Radiozity [21] a [22], Metoda 
konečných prvků. V průběhu let byly tyto metody rozšiřovány o různá výpočetní zpřesnění nebo 
kombinovány, například Metoda R-FEM, popsaná v práci [2] a [23]. 
Většina ze základních principů těchto metod obsahuje již ve své podstatě některá výrazná 
zjednodušení, která se ve výsledku analýzy projeví určitou mírou nepřesnosti. Z hlediska návrhu 
osvětlení nebo tvorby počítačové grafiky lze tyto nepřesnosti potlačit vhodnou volbou metody 
v závislosti na účelu použití a tím nedostatky do značné míry eliminovat. 
Při řešení úloh s geometrickými rozměry odpovídajícími délce vlny  zdroje EMG záření 
a časově závislých úlohách se při použití modelů se zjednodušeními objevují buď nestability 
řešení, nebo výrazné odchylky od prováděných experimentů. Proto je důležité zabývat se 
přesností analýzy chování EMG vlny na rozhraní materiálů jak se skokovou změnou, tak 
postupnou změnou vlastností.  
Hlavním přínosem této práce je nalezení přesného vyjádření chování EMG vlny na 
rozhraní materiálů jak jednovrstvého, tak multivrstvého, pro potlačení nepřesností a nestabilit 
plynoucích z nezahrnutí některých dějů šíření EMG vlny. Poznatky získané při zpracování 
disertační práce nejsou zaměřeny pouze na oblast viditelného záření, ale i na pásmo radiových 
vln a mikrovln. 
V současnosti se metod paprskového šíření EMG vlny používá pro návrh světelných 
odrazných ploch pomocí metod paprskové trajektorie, což je poměrně rychlý a výkonný nástroj 
pro jejich analýzu. Řešení touto metodou pro případ, že vlnová délka  spektrálně 
širokopásmové EMG vlny dopadající na rozhraní dvou materiálů s tloušťkou rozměrově se 
blížící násobkům  jedné ze složek spektra, je velmi obtížné a nastávají problémy se správnou 
interpretací a vyhodnocením veličiny. Je nutné se zabývat všemi efekty vyplývajícími 
z vlnového charakteru modelu.  
Jedním z přístupů k modelování okamžitých hodnot složek EMG vlny v nehomogenním 
prostředí je využití metod založených na zmíněné paprskové trajektorii, jak je popsáno 
v literatuře [2]. V této práci však není dostatečně dořešen problém rozložení, šíření 
a interference vlny v časové oblasti a směr šíření vlny v heterogenním prostředí v závislosti na 
materiálových a geometrických vlastnostech vrstev. 
S rozvojem techniky v oblasti výroby a aplikace nanometrických prvků se objevil 
požadavek na výkonné a rychlé analyzování EMG pole a snadné řešení přechodných dějů šíření 
EMG vlny. Prvky se rozměrově pohybují v oblastech pod 50 nm. Nabízí se využití 
analytických, semianalytických i numerických metod založených na paprskové trajektorii. 
Metody musí akceptovat fyzikální zákony a efekty vyskytující se při šíření EMG vlny. Využití 
metod řešení vlnové nebo telegrafní rovnice je možné u návrhu struktury materiálu a analýzy 
detailního chování částí materiálu. Řešení těchto rovnic není příliš vhodné při modelování EMG 
poměrů na měřítkově odlišných geometriích. Zde se jeví výrazně výkonnější a efektivnější 
metody paprskové trajektorie, s modifikacemi pro varianty spektrálního charakteru vlny 
a současně s respektováním netriviální geometrie modelu. 
Pro analýzu a vyhodnocení modelů s řádově většími rozměry vzhledem k vlnové délce 
vlny  lze použít zjednodušené metody modelů jako je Ray-tracing nebo R-FEM pro 
jejich rychlost analýzy. Pro modelování speciálních zdrojů EMG vln s využitím moderních 
materiálů, které ovlivňují vlastnosti vlny, je nutné vytvořit speciální numerický model, který 
bude akceptovat i efekty, které se v dosud známých modelech neuvažují, např. emisivita, 
prostupnost, polodifuze, difuze, efekty s postupnou a odraženou vlnou. 
5 
3 Cíle disertační práce 
Cílem práce je formulovat, odvodit a testovat metodu řešení odrazu EMG vlny od 
heterogenních materiálů jako jsou vrstvy, multivrstvy a periodické struktury. Rozměry materiálů 
jsou srovnatelné s vlnovou délkou  jedné ze složek spektra dopadající EMG vlny. Práce řeší 
analyticky výrazy složek EMG vlny na rozhraní heterogenního materiálu s respektováním 
efektů jako je emisivita, prostupnost, šíření postupné a odražené EMG vlny. Analýza EMG pole 
je v časové oblasti paprskovou metodou. 
Postupné kroky a dílčí úkoly lze formulovat takto: 
1. Sestavit model pro analýzu šíření EMG vlny paprskovou metodou na netriviální 
geometrii. Model a jeho algoritmus realizovat v programu Matlab. Výsledky analýzy 
experimentálně ověřit a porovnat s modelem.  
2. Odvodit odraz a lom EMG vlny na rozhraní se skokovou změnou materiálových 
vlastností, vyjádřit koeficient odrazu a koeficient prostupu. Výsledky odvození 
implementovat do paprskového modelu šíření záření z bodového zdroje. 
3. Odvodit analytický výraz pro dopadající a odražený paprsek libovolně polarizované EMG 
vlny na rozhraní se skokovou změnou materiálových vlastností. Výsledky odvození 
implementovat do paprskového modelu šíření záření z bodového zdroje. 
4. Modifikovat metodu Ray-tracing a metodu Radiozity přesným vyjádřením poměrů na 
rozhraní materiálů při šíření EMG vlny. Navrhnout vyhodnocení časově diskrétních 
kroků s vyjádřením části postupné EMG vlny a jejích složek. Metodu otestovat na 
rozhraní jedné vrstvy a multivrstev. Metodu podrobit testům stability a snadné 
interpretace.  
5. Nalezené řešení ověřit pomocí jiného modelu, nalézt metodiku verifikace výsledků 
paprskového modelu na multivrstvém heterogenním materiálu. 
4 Paprsková metoda šíření EMG vlny 
4.1 Model pro analýzu šíření EMG vln paprskovou metodou  
Jako výchozí metoda pro analýzu šíření EMG vlny paprskovou metodou byla použita 
metoda Ray-tracing. Její algoritmus je snadný a je možné ho kombinovat s detailními efekty na 
rozhraní prostředí. V práci je metoda postupně doplňována o výsledky teoretických řešení 
uvedených v cíli práce. 
Geometrie a rozměry modelu pro ověření paprskové metody analýzy šíření EMG vlny 
jsou mnohem větší než vlnová délka zdroje záření . Byly uvažovány dva zdroje záření - 
bodový a lineární. Tento model byl laboratorně ověřován měřením. Výsledky analýzy a detaily 
modelu jsou publikovány v práci [24]. 
Hlavním zdrojem EMG vln je lineární zdroj záření a je umístěn v horní části geometrie 
modelu. Druhým zdrojem je směrový bodový zdroj, který se nachází v krajní části geometrie 
modelu. V  modelu je umístěno několik odrazných ploch a překážek s různými koeficienty 
odrazu. Schéma modelu je uvedeno na obr. 4.1. 
Hlavním zdrojem EMG vln je lineární zdroj záření s difuzní prostupnou plochou. 
Prostupná plocha s prizmatickými difuzory zajišťuje rozložení zářivého toku e. Lineární zdroj 
záření generuje spektrum EMG vlny v oblasti viditelného záření – univerzální bílou barvu 
s nelineární charakteristikou v závislosti na vlnové délce se světelným tokem ve viditelném 
EMG spektru  = 2600 lm. Vlastnosti zdroje vyzařovaného záření jsou charakterizovány 
polárním diagramem. Druhým zdrojem EMG vln je směrový zdroj záření s vyzařovacím úhlem 
30° se směrovými vlastnostmi. Rozhraními vrstev v modelu jsou materiály s rozdílnými 
koeficienty odrazu elektromagnetické vlny. V geometrickém modelu jsou umístěny překážky 
s rozdílnými koeficienty odrazu. 
Jako základ analýzy byly aplikovány Snellovy zákony odrazu a lomu paprsku EMG vlny 
na nespojitém přechodu dvou materiálů dle obr. 4.5. Ty jsou známy z oblasti geometrické 
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optiky. Dále se uplatňují analytické vztahy z fotometrie. Jednoduché blokové schéma 
vytvořeného 
  
Obr. 4.1: Rozložení zdrojů EMG záření v geometrickém modelu. 
numerického modelu je zobrazeno na obr. 4.2. Numerický model paprskového šíření záření byl 
sestaven v programovém prostředí Matlab. Metoda může výše popsaným způsobem řešit 
libovolný počet odrazů paprsků.  Po vymezení všech odrazů paprsku je získaným zářivým 
tokem e vyjádřena intenzita ozáření Ee pap podle výrazu 
 
Obr. 4.2: Blokové schéma modelu paprskového šíření EMG vlny. 
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kde S je plocha dopadu zářivého toku, L je celková délka paprsku a Ie je zářivost bodového 
zdroje. Intenzita ozáření paprsku Ee pap je násobena činitelem odrazu    
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a to vždy v závislosti na vlastnosti povrchu roviny dopadu .  
Plochy dopadu jsou rozděleny na elementy, tj. diskrétní síť elementů. Intenzita ozáření 
Ee cel všech paprsků, které dopadnou na element, je na každém elementu integrována, čímž je 
získána intenzita ozáření elementu Ee p. Je zavedena měrná intenzita ozáření vztažená k ploše 1 
m
2
. 
Paprskový model byl ověřen experimentálním měřením v oblasti viditelného záření. 
V modelu byl nahrazen zářivý tok e intenzita ozáření Ee a zářivost Ie, které jsou 
radiometrickými veličinami a popisují přenos energie celého spektra, světelným tokem , 
intenzitou osvětlení Ev a svítivostí Iv. Tyto veličiny jsou fotometrickými veličinami vztaženými 
pouze k viditelnému záření a kvantitativně hodnotí toto záření velikostí možného vizuálního 
vjemu lidským okem. 
Výsledky paprskového modelu jsou uvedeny ve fotometrických veličinách. Intenzita 
osvětlení na rovině dopadu  je zobrazena na obr. 4.3 a). Z obrázku je patrné, že lineární zdroj 
záření šíří rovnoměrné rozložení intenzity záření po celé protilehlé ploše modelu. Při analýze 
modelu bylo z každého zdroje záření vysláno přes 90 tisíc paprsků, ale výpočet se jevil 
dostatečně rovnoměrný již při generování 20 tisíc paprsků.  
Výsledky analýzy získané v numerickém modelu jsou ověřeny experimentálním 
měřením. Pomocí transformace modelu v optické oblasti a měření intenzity luxmetrem bylo 
změřeno rozložení intenzity osvětlení Ev na ploše dopadu v modelovaném prostoru. 
 
a)            b) 
Obr. 4.3: Porovnání intenzit osvětlení a) numerický model, b) experimentální model. 
Experimentální měření probíhalo bez přítomnosti vnějšího záření a zdroje světla. 
U zdrojů záření proběhla jejich stabilizace. V každém z 50 měřených bodů dopadové plochy 
bylo provedeno 8 měření. Dvourozměrné zobrazení rozložení intenzit osvětlení je na obr. 4.3 b). 
Experimentálním měřením na modelu úlohy se zdroji záření byly ověřeny výsledky 
získané analýzou numerického modelu metodou Ray-tracing. Jak ukazuje obr. 4.3, bylo 
dosaženo tvarové shody výsledků získaných výpočtem a měřením. Relativní odchylky 
porovnání numerického modelu a experimentu v prostoru ukazuje obr. 4.4. 
Největší odchylky vyhodnocení výsledků jsou na okrajích dopadové plochy modelu. 
Experimentální výsledky vykazují na okrajích vyšší intenzity záření. To je s vysokou 
pravděpodobností způsobeno rozptylem záření na nerovném povrchu a mnohonásobnými 
odrazy, které model neuvažuje. Směrovost velmi ovlivňuje měření, protože při výrazných 
změnách na elementech se hodnota experimentálně změřená značně mění, ale hodnota 
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numerického modelu je průměrná. Tato odchylka je způsobena hrubou chybou měření. 
V modelu byly provedeny korekce a hrubá chyba měření byla nahrazena průměrnou hodnotou.  
 
Obr. 4.4: Vyhodnocení relativní odchylky analýz experimentálního a numerického modelu, 3D 
zobrazení. 
Vytvořený numerický model potvrdil, že metoda Ray-tracing pro rozměry úlohy větší než 
je vlnová délka použitého zdroje záření   dostatečně přesně zobrazí rozložení a velikost 
intenzity záření Ee nebo zářivého toku e. Algoritmus byl optimalizován a zpřehledněn pro další 
aplikaci a rozšíření metody pro účely této práce. 
4.2 Odraz a lom elektromagnetické vlny na rozhraní prostředí 
Odrazy a prostup elektromagnetické vlny v paprskovém modelu jsou řešeny na základě 
Snellových zákonů pro elektromagnetické vlny [25] a [26]. Tyto zákony mají široké použití, 
počínaje zákony lomu a odrazu, známými z optiky, až po výklad složitých jevů interference 
a šíření vln. Odraz a prostup na jednoduchém rozhraní dvou materiálově rozdílných prostředí 
EMG vlny je naznačen na obr. 4.5. 
 
Obr. 4.5: Odraz a lom rovinné EMG vlny. 
Budeme uvažovat dopad rovinné harmonické vlny na rovinné rozhraní [26]. Že se při tom 
vlna částečně odráží, plyne jednak z Huygensova principu (každý bod, do něhož vlnění dospěje, 
se stává zdrojem nových vln), jednak z rozboru mikroskopických jevů. V kvantově 
mechanickém modelu jsou částice kmitající v elektromagnetickém poli zdrojem nových vln, 
které postupují a šíří se všemi směry, dopředu i dozadu ve smyslu dopadajícího paprsku. 
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Rozkmitané částice druhého prostředí generují EMG vlny a ve smyslu šířícího se paprsku se 
vlna šíří zpět do prostoru prvého prostředí, jež má však jiné EMG vlastnosti. Proto vzniká nový 
makroskopický jev označovaný jako odražená EMG vlna. 
Zákon odrazu a lomu i přímočarého šíření jsou důsledkem obecného Fermatova principu 
[26], podle kterého se záření, a tedy EMG vlna, šíří z jednoho bodu do druhého po takové dráze, 
že doba k jejímu překonání je minimální. 
Z odvození Snellových zákonů [25], [26] a [27] vyplývá, že pro výpočet úhlu lomu EMG 
vlny na nespojitém rozhraní dvou EMG různých prostředí pro makroskopický náhled platí 
rovnice 
 0 2
2 1
sin
sin
k
θ k
, (4.3) 
kde k je vlnové číslo s údaji o šíření vlny a jeho tvar je 
 
j ( j )k , (4.4) 
kde  je permitivita prostředí,  je permeabilita prostředí a  je konduktivita prostředí. Tyto 
makroskopické charakteristiky popisující EMG vlastnosti materiálu jsou obecně komplexní 
a výrazně závislé na frekvenci dopadající EMG vlny. Z hlediska obecného makroskopického 
přístupu pro teorii šíření EMG vlny není mezi intervalem frekvencí 0 až 100 GHz a intervalem 
0,1 THz až 10 PHz EMG vlny principiální rozdíl. Pokud se model sestavuje jako 
mikroskopický, je mezi uvedenými pásmy výrazný teoretický rozdíl. V makroskopickém 
přístupu se materiál jeví jako spojité nebo po částech spojité prostředí a je například 
charakterizován elektrickou permitivitou, magnetickou permeabilitou a měrnou elektrickou 
vodivostí. Mechanizmus, který určuje chování materiálů v tak širokém rozsahu frekvencí, je 
však různý [28]. 
V homogenním materiálovém prostředí [3] se běžně z pohledu EMG vlny pracuje 
s komplexním vlnovým číslem k a s výhodou je mu přisuzován význam vektoru, který má směr 
šíření. Složky vektoru k jsou například v dvourozměrném kartézském souřadnicovém systému 
kx a ky, které je možné interpretovat tak, že se vlna dostává do kteréhokoli místa definovaného 
prostoru po lomené dráze rovnoběžně s osou  x s vlnovým číslem kx a pak rovnoběžně s osou y 
s vlnovým číslem ky. V nehomogenním materiálovém prostředí je stejný postup použitelný jen 
v rámci diferencí dx, dy, ve kterých lze považovat index lomu za konstantní. V rámci celé 
oblasti uvažovaného materiálového prostředí tak postupovat bezprostředně nelze, protože 
vektorová funkce vlnového čísla se složkami  kx a ky se v závislosti na prostoru a časovém 
okamžiku EMG vlny mění. 
Relace (4.3) má pro případ dopadu EMG vlny na rozhraní dvou dielektrik při eliminaci 
efektu totálního odrazu jednoduché řešení. Obecně jsou však složky vektoru označované jako  
k1 i k2 z oboru komplexních čísel a pak je i obor hodnot úhlu 2 z množiny komplexních čísel. 
Pro případ ztrátového prostředí [29] budou k komplexní a vyjádřené úhly  leží také 
v oboru komplexních čísel. Tato podmínka se může jevit nezvyklá, ale fyzikální interpretace je 
možná a není triviální. Vyjádření velikosti úhlu v oboru komplexních čísel odráží skutečnost, 
která charakterizuje vlastnost roviny konstantní amplitudy a konstantní fáze. Pro popsaný případ 
tyto roviny nejsou totožné a prostupná vlna nemá charakter rovinné vlny. Pro případ obecného 
úhlu dopadu bude vyjádření koeficientu odrazu rozdílný pro dvě různé polarizace dopadající 
vlny. Popsaný efekt změn vlastností vlny není možné zanedbávat v modelu s násobnými odrazy 
v oblasti vrstevnatých periodických materiálů. V tomto případě mohou při analýzách modelů 
nastat podmínky nestability nebo nepřesnosti dat výsledných analýz.  
Při studiu EMG vlastností pevných látek je postačující zaměřit se na vyšetřování chování 
rovinné vlny v analyzované geometrii a na rozhraní materiálů [28]. Složitější modely z pohledu 
geometrie nebo zdrojů EMG záření je možné modelovat superpozicí rovinných vln. Reálná část 
komplexního vektoru k popisuje rozložení vlny v prostoru a zároveň je kolmá na rovinu 
konstantní fáze. Imaginární část komplexního vektoru k popisuje tlumení vlny a je kolmá 
k rovině konstantní amplitudy. Jsou-li obě složky komplexního vektoru k rovnoběžné, 
klasifikuje se vlna jako homogenní, v ostatních případech jako nehomogenní. 
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U paprskového modelu šíření EMG vlny je základem modelu Snellův zákon. Tento zákon 
zapsaný ve tvaru (4.3), lze vyjádřit ve složkách [28] jako  
 1 1 2 2sin sink k , (4.5) 
 
1 1 2 2sin sink k , (4.6) 
kde k'2 je reálná složka a svírá s kolmicí na rozhraní úhel 2 a k''2 je imaginární složka a svírá 
s kolmicí na rozhraní úhel 2. Ze vztahů vyplývá, že  = 0 nebo  = , jak je patrné 
z obr. 4.6 a). 
Šíření záření jako EMG vlny [27] je z makroskopického pohledu chápáno jako šíření 
intenzity elektrického pole E a magnetického pole H. Postup jak elektrické tak magnetické 
složky dopadající EMG vlny, podle obr. 4.5, lze zapsat ve tvaru:  
 1 n0ji 0e
k u r
E E , n0 ii
v1
u E
Η
Z
, (4.7) 
kde E0 je amplituda intenzity elektrického pole v místě rozhraní EMG rozdílných prostředí, r je 
polohový vektor, un0 je jednotkový vektor směru šíření EMG vlny a Zv je vlnová impedance 
prostředí vyjádřená pomocí makroskopických spojitých funkcí  
 v
j
( j )
Z . (4.8) 
Magnetickou složku dopadající vlny je možné vyjádřit vztahem pro intenzitu  
 1 n0ji 0e
k u r
H H . (4.9) 
Dle [27] představuje součin un0
 . 
r vzdálenost roviny d od počátku souřadnicového systému. Pro 
paprskový model a šíření EMG vlny se situací vyznačenou na obr. 4.5 nebylo použito pevného 
souřadnicového systému, ale místo něho byl zaveden polohový vektor r, jehož počátek je 
položen do průsečíku paprsku a roviny rozhraní rozdílných materiálů. Rovina rozhraní S je 
určena vztahem 
 un r = 0. (4.10) 
Fyzikální interpretace modelovaného jevu rozhraní představuje kmitavý pohyb volných 
a vázaných elektrických nábojů podél roviny rozhraní S. Kmitání je způsobeno primární EMG 
vlnou a polem rozložených elektrických intenzit E. Kmitavý pohyb generuje záření, jak směrem 
do oblasti prostředí 2, tak zpět do oblasti prostředí 1. V oblasti prostředí 2 se šíří vlna a označuje 
se jako prostupující. 
Prostupující vlnu o amplitudě E2 a směru šíření un2 označíme jako Et (transmission) 
a odraženou jako Er (reflection). Pokud předpokládáme odraženou i prostupující vlnu jako vlnu 
rovinnou, platí pro elektrickou intenzitu Er odražených paprsků a elektrickou intenzitu Et 
prostoupených paprsků vztahy: 
 1 n1jr 1e
k
E E
u r , 2 n2jt 2e
k u r
E E , (4.11) 
kde E1 a E2 jsou určeny z Fresnelových rovnic [27]. 
Obecnou rovinnou EMG vlnu je možné rozložit na dvě lineárně polarizované složky. Pro 
tento případ se zavádějí dva módy, jeden mód pro vektor elektrické intenzity E rovnoběžný 
s rozhraním – transverzální elektrický mód, který je označován jako vlna TE, a druhý mód – 
transverzálně magnetický pro vektor magnetické intenzity H rovnoběžný s rozhraním, který je 
označován jako vlna TM. 
Vlna TE – vektor E je rovnoběžný s rozhraním 
Pro vlnu TE je intenzita elektrického pole v prostředí 1 (E1) určena z amplitudy v místě 
rozhraní E0 a koeficientu odrazu E a intenzita elektrického pole v prostředí 2 (E2) je určena 
z amplitudy v místě rozhraní a činitele prostupu E podle výrazů: 
 1 E 0E ρ E , 2 E 0E τ Ε , (4.12) 
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kde odvození E a E je podle následujících vztahů (4.18) a (4.19). Orientace vektorů složek 
EMG pole v oblasti zkoumaného materiálového rozhraní je znázorněna na obr. 4.6 b). V něm 
vektory E0, E1, E2 směřují z nákresny kolmo ven, vektory H a un leží v nákresně. Protože E  un 
= 0 (jsou kolmé), E0  E1 = 1 a E0  E2 = 1 (jsou rovnoběžné), dostaneme z výrazu [27]  
 n 0 1 n 2( )u E E u E  (4.13) 
rovnici pro moduly E ve směru osy x 
 0 1 2E E E . (4.14) 
 
Obr. 4.6: a) Rozložení složek vlnového čísla v závislosti na směru šíření, vyjádření konstantní fáze 
a konstantní amplitudy, b) dílčí vlna TE. 
Spojitost tečny složky H vyžaduje podle obrázku vztah mezi moduly H:  
 0 1 1 1 2 2cos cos cosθH H H θ . (4.15) 
Platí podle [27]:  
 00
v1
E
H
Z
, 11
v1
E
H
Z
, 22
v2
E
H
Z
, (4.16) 
po dosazení (4.16) do (4.15) získáváme vztah 
 v10 1 1 1 2 2
v2
cos - cos = cos
Z
E E E θ
Z
. (4.17) 
Dosazením (4.14) do (4.17) získáme hledané závislosti modulů E1, E2 na E0 ve formě 
 v2 1 v1 21E
0 v2 1 v1 2
cos - cos
=
cos + cos
Z Z θE
ρ
E Z Z θ
, (4.18) 
 v2 12E
0 v2 1 v1 2
2 cos
= =
cos + cos
ZE
τ
E Z Z θ
, (4.19) 
kde E je koeficient odrazu a E je činitel prostupu EMG vlny. Činitele jsou závislé na vlnových 
impedancích Zv a úhlech 1, 2, které stanovíme k zadanému 0 aplikací Snellova zákona. 
Dosazením (4.18) a (4.19) do (4.12) a (4.11) získáváme vztahy pro intenzitu elektrického 
pole E odražených paprsků a intenzitu prostoupených paprsků 
 1 n1
-jv2 1 v1 2
r 0
v2 1 v1 2
cos - cos
= e
cos + cos
k u rZ Z θ
E E
Z Z θ
, (4.20) 
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 2 n2
-jv2 1
t 0
v2 1 v1 2
2 cos
= e
cos + cos
k u rZ
E E
Z Z θ
. (4.21) 
Protože platí například dříve uvedené v [27]  
 v
j ( j )
Z
k
, (4.22) 
po dosazení do (4.17) a úpravou získáme vztah 
 1 20 1 1 1 2 2
2 1
cos cos cos
k
E E E
k
. (4.23) 
Odvozením pomocí (4.20) až (4.22) získáme vztahy: 
 1 n1
-j2 1 1 1 2 2
r 0
2 1 1 1 2 2
cos - cos
= e
cos + cos
k u rk k θ
E E
k k θ
, (4.24) 
 2 n2
-j2 1 1
t 0
2 1 1 1 2 2
2 cos
= e
cos + cos
k u rk
E E
k k θ
. (4.25) 
Aplikací Snellových zákonů se dospěje k rovnosti 0 = 1. Ze vztahu (4.3) získáme závislost 
cos 2 na 0 
 
2
1
2 02
2
cos 1 sin
k
θ
k
. (4.26) 
Dosazením do (4.24) a (4.25) získáme vztahy, které jsou vhodné pro numerické řešení rozložení 
složek vlny TE: 
 1 n1
2 2 2
2 1 0 1 2 1 0 -j
r 0
2 2 2
2 1 0 1 2 1 0
cos - - sin
= e
cos + - sin
k u rk k k
E E
k k k
, (4.27) 
 2 n2
-j2 1 0
t 0
2 2 2
2 1 0 1 2 1 0
2 cos
= e
cos + - sin
k u rk
E E
k k k
. (4.28) 
Obdobné řešení platí pro intenzitu magnetického pole H, kterou, podle vztahu (4.7) a (4.16), 
můžeme vyjádřit z elektrické složky EMG vlny E. Elektrickou složku odražené a prostupující 
vlny jsme formulovali vztahem (4.11) a pro harmonický signál je Poyntingův vektor zapsán 
ve tvaru 
 Π E H . (4.29) 
Pro vyjádření magnetické složky odražené a prostupující EMG vlny platí vztahy 
 1 n1jr 1e
k
H H
u r , 2 n2jt 2e
k u r
H H  (4.30) 
a po úpravách s vyjádřením (4.16), (4.12), (4.18) a (4.22) do předchozího vztahu se získá 
 1 n1
2
1 1 2 2
-j01
r
2
2 1 1 2
1
cos - cos
=- e
cos + cos
k u r
k k
E
H
k
k
, (4.31) 
 2 n2-j02 1t
2
2 1 1 2
1
2 cos
=- e
cos + cos
k u rEk
H
k
k
. (4.32) 
Intenzity magnetického pole lze vyjádřit z elektrické složky EMG vlny jako 
 n1 rr
v1
u E
H
Z
, n2 tt
v2
=
u E
H
Z
. (4.33) 
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Dosazením vztahu (4.21) do (4.30) a úpravou s využitím vztahu (4.26) obdržíme jeho upravený 
tvar se složkami magnetického pole pro vlnu TE. Po zjednodušení obdržíme formulaci 
vycházející z veličin jako u vztahů (4.27) a (4.28)  
 
1 n1
2 2 2
2 1 0 1 2 1 0 -j
n1 0
2 2 2
2 1 0 1 2 1 0
r
1
1
cos - - sin
e
cos + - sin
=
k u rk k k
u E
k k k
H
k
, (4.34) 
 
2 n2-j2 1 0
n2 0
2 2 2
2 1 0 1 2 1 0
t
2
2
2 cos
e
cos + - sin
=
k u rk
u E
k k k
H
k
. (4.35) 
Tyto vztahy jsou pro numerické řešení a analýzu modelu složité, a proto je efektivnější 
magnetickou složku EMG vlny vyjádřit ze složky elektrické za dodržení nutných předpokladů 
pro odvozené složky EMG vlny. 
Vlna TM – vektor H je rovnoběžný s rozhraním 
Odvození vztahů pro vyjádření složek EMG vlny TM je obdobné jako v případě vlny TE. 
Analogickým způsobem obdržíme vztahy pro činitele odrazu a prostupu složek EMG vlny 
 v2 2 v1 11H
0 v2 2 v1 1
cos - cos
=-
cos + cos
Z θ ZH
ρ
H Z θ Z
, (4.36) 
 v1 12H
0 v2 2 v1 1
2 cos
= =
cos + cos
ZH
τ
H Z θ Z
. (4.37) 
Úpravou vztahů získáváme výraz pro intenzitu magnetické složky H odražených paprsků 
a prostoupených paprsků modelu 
 1 n1
-jv2 2 v1 1
r 0
v2 2 v1 1
cos - cos
= e
cos + cos
k u rZ θ Z
H H
Z θ Z
, (4.38) 
 2 n2
-jv1 1
t 0
v2 2 v1 1
2 cos
=- e
cos + cos
k u rZ
H H
Z θ Z
. (4.39) 
Aplikací Snellových zákonů (4.26), jejichž dosazením do (4.38) a (4.39) obdržíme vztah vhodný 
pro aplikaci v numerickém modelu 
 1 n1
2 2 2
2 1 2 1 0 1 2 0 -j
r 0
2 2 2
2 1 2 1 0 1 2 0
sin - cos
= e
sin + cos
k u rk k k k
H H
k k k k
, (4.40) 
 2 n2
2
-j1 0
t 0
2 2 2
2 1 2 1 0 1 0
2 cos
=- e
sin + cos
k u r
H E
k k k k
. (4.41) 
Obdobně jako v předchozím postupu vyjádření složek EMG vlny TE, můžeme 
elektrickou složku odražené a prostupující vlny vyjádřit z magnetické složky podle vztahů 
 r v1 r n1E Z H u , t v2 t n2E Z H u . (4.42) 
Výklad Fresnelových vztahů je stejně jako výklad Snellových zákonů jednoduchý 
v případě odrazu vlny paprskového modelu na materiálovém rozhraní dvou dielektrik. Zde se 
koeficienty řešící vztahy mezi složkami EMG pole E1, E2 a E0 [26] nachází v oboru reálných 
čísel. Složky odražené i prostupující vlny budou ve fázi nebo protifázi odpovídajících 
složek  vlny dopadající. 
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Při odrazu ve ztrátovém prostředí se nacházejí hodnoty úhlu 2 v oboru komplexních 
čísel, protože podle (4.3) úhel 2 závisí na vlnových číslech k1 a k2, která mají hodnoty také 
v oboru komplexních čísel [25], [26] a [27]. To zdánlivě komplikuje fyzikální povahu 
nastupujících jevů a přináší i kvalitativně nové jevy v oblasti analýzy šíření EMG vlny. Plochy 
konstantní fáze obecně nesplývají s plochami konstantní amplitudy, vlna není zcela 
transverzální. Plochy konstantní amplitudy jsou rovnoběžné s rozhraním, ale plochy konstantní 
fáze jsou k němu obecně šikmá. Ve ztrátovém prostředí 2 se pak šíří nehomogenní vlna [27] 
a výsledné šíření vlny v prostředí 2 postupuje v systému souřadnic ve směru un2. 
Dopadá-li EMG vlna na materiálové rozhraní kolmo, platí [25] a [26] 
 0 1 0 , 2 0 0jθ . (4.43) 
Potom se řešení podstatně zjednoduší, protože rozdílné vyjádření složek vlny pro TE a TM 
splynou do identických vztahů: 
 1 n1
-j2 1 1 2
r 0
2 1 1 2
-
= e
+
k u rk k
E E
k k
, 2 n2
-j2 1
t 0
2 1 1 2
2
= e
+
k u rk
E E
k k
, (4.44) 
 1 n1
-j2 1 1 2
r 0
2 1 1 2
-
= e
+
k u rk k
H H
k k
, 2 n2-j1 2t 0
2 1 1 2
2
= e
+
k u rk
H E
k k
. (4.45) 
Průnik EMG vlny z bezeztrátového prostředí do ztrátového 
Uvažujme EMG vlnu procházející přes rovinné rozhraní dvou materiálů s odlišnými 
vlastnostmi z hlediska EMG, a to z ideálního dielektrika (vyznačuje se nulovou konduktivitou ) 
do takzvaného ztrátového prostředí, které se vyznačuje nenulovou konduktivitou 2 podle 
obr. 4.7 [27]. 
 
Obr. 4.7: Postup šíření EMG vlny z bezeztrátového EMG prostředí do ztrátového prostředí. 
Konstanty šíření EMG vlny k1 a k2 oběma prostředími jsou určeny podle vztahu (4.4). 
Ve výrazech pro bezeztrátové prostředí označovaných indexy 1 jsou hodnoty k1 a sin 0 z oboru 
reálných čísel. Pro ztrátové prostředí označované indexem 2 je hodnota k2 z oboru komplexních 
čísel, proto jsou i hodnoty funkcí sin 2 a cos 2 z oboru komplexních čísel.  
Podle literatury [27] EMG vlnu ve ztrátovém prostředí ve směru osy x zapíšeme ve tvaru 
se složkou elektrické intenzity E jako 
 
y y z2 n2
y j( y z)j
t 2 2e e e
k k kk u r
E E E , (4.46) 
kde ky
’
 je reálná část a ky
’’
 je komplexní část vlnového čísla ky. EMG vlna se tlumí díky 
nenulové konduktivitě 2, roviny konstantní amplitudy jsou popsány jednoduchou funkcí 
y = konst. Vektor roviny konstantní fáze svírá s osou y úhel 2 
 
1 0z
2
2 2 2y
2 1 0
sin
tg
Re sin
kk
k k
θ
k
. (4.47) 
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EMG vlna je nehomogenní, roviny konstantní amplitudy a fáze mají vzhledem k sobě obecně 
různý směr, jak je patrno z obr. 4.7.  
V případě průniku vlny do vodivého prostředí 2 se úhel lomu 2 limitně blíží 
k (0 + j0) rad. Roviny konstantní fáze se blíží ke kolineární poloze roviny konstantní amplitudy 
a ta se blíží ke kolineární poloze roviny rozhraní dvou rozdílných materiálů. Při analýze lze 
ukázat, že i pro vysoké kmitočty z hlediska EMG vlny je úhel 2 téměř roven (0 + j0) rad. Lze 
tvrdit, že do vodivého prostředí 2 prostupuje rovinná vlna kolmo. Odražené vlny se tlumí 
v závislosti na velikosti konduktivity 2, na typu polarizace vlny a úhlu dopadu šířící se vlny. 
Dalším krokem zpřesnění vyhodnocení chování vlny na rozhraní dvou rozdílných EMG 
materiálů je aplikace výše uvedených výrazů pro složky vlny. Pro potřeby analýz 
vyhodnocování šíření vlny je aplikován jak odraz a lom na jednom rozhraní dvou rozdílných 
materiálů, tak přímo formulace okamžité hodnoty složek vlny v exponenciálním tvaru 
 n
j
1 e e
tj k u r
E E . (4.48) 
Výše uvedený návrh analýzy je algoritmizován. Navržený program generuje matici paprsků, 
které se šíří ze zdroje EMG záření. Jsou vyhodnoceny průsečíky paprsků s objekty v modelu 
a jsou určeny nové směry odražených a prostupujících paprsku charakterizujících šíření vlny. 
Počet odrazů každého paprsku není limitován. 
Okamžité hodnoty EMG vlny 
K objasnění vlnového charakteru EMG pole je nalezeno elementární řešení homogenní 
rovnice podle literatury [27], kterým je rovinná vlna. Za tímto účelem předpokládáme, že 
vektory E a H v kartézském systému závisejí na jedné souřadnici, např. x dle obr. 4.8. Okamžité 
hodnoty EMG vlny podle vztahů (4.7) a (4.9) je možné vyjádřit formulacemi 
 
- " x
0 y2 sin( 'x)
ke t kE E u , (4.49) 
 
- " x0
v z
v
2 sin( 'x )ke t k
E
H u
Z
. (4.50) 
 
Obr. 4.8: Postupná EMG vlna ve ztrátovém prostředí. 
Zápis představuje tlumenou postupnou rovinou vlnu. Fázovou rychlost vf a délky vlny  
určuje činitel k’ (rad/m) označovaný jako měrný posuv 
 fv
k
, (4.51) 
 
2π
k
. (4.52) 
Konstanta k’’ je měrný útlum. Vektory E a H jsou kolmé navzájem i na směr šíření, ale jejich 
fáze se liší o úhel v vlnové impedance. Příklad prostorového rozložení obou vektorů je pro 
v > 0 na obr. 4.8. 
16 
4.3 Odrazy na vícevrstvém materiálu 
V některých technických zařízeních se využívají prostředí složená z několika těsně k sobě 
přiléhajících vrstev rozdílných materiálů, lišících se elektrickou permitivitou, magnetickou 
permeabilitou, měrnou elektrickou vodivostí a také svou tloušťkou [3]. Rozhraní mezi 
rozdílnými materiály jsou obvykle rovinná a navzájem rovnoběžná. Vrstevnaté prostředí je 
složeno ze známého počtu vrstev. 
Odrazy EMG vlny od heterogenního materiálu a její prostup je dále řešen pomocí 
numerických metod. Vícevrstvé prostředí je schematicky znázorněno na obr. 4.9. Navržený 
postup formulovaný jako algoritmus zpracovává odraz vrstev. Odraz od n vrstev generuje n 
primárních, jednou odražených vln (na obr. 4.9 dopadá vlna na 5 vrstev a na povrchu je 5 
odražených vln), které se ve vícevrstvém prostředí dále odrážejí a lomí. Vyhodnocení šíření 
EMG vlny na vícevrstvém prostředí vede na vztahy 
 
1 nr0 0
2 nt0 0
j
r0 i0 0
j
t0 i0 0
,
,
e
e
k u r
E
k u r
E
E E
E E
 (4.53) 
 
1 nr
2 nt
j
r i
j
t i
,
,
l l
l l
l l l
l l l
e
e
k u r
E
k u r
E
E E
E E
(l+ )
(l+ )
ρ
τ
 (4.54) 
kde Erl a Etl jsou odražená a prostupující vlna na rozhraní l (l = 0, …, max) podle obr. 4.9,  Eil je 
maximální hodnota intenzity elektrického pole v místě rozhraní l, El a El jsou koeficient odrazu 
a činitel prostupu na rozhraní l, kl je vlnové číslo vrstvy,  rl je polohový vektor dopadu vlny na 
rozhraní l a untl a unrl  jsou jednotkové vektory směru šíření. 
 
Obr. 4.9: Vlny na povrchu heterogenního materiálu po odrazu od několika vrstev. 
Úpravou navrženého paprskového modelu pro vyhodnocení odrazu na n vrstvách je 
možné vyhodnotit odraz od zrcadlového, polodifuzního a difuzního povrchu. Situace při odrazu 
od difuzního povrchu je naznačena na obr. 4.10. Paprsky se na neideálně rovném povrchu 
neodráží rovnoběžně, ale šíří s odchylkami závislými na kvalitě a hrubosti povrchu vzhledem 
k vlnové délce dopadající vlny. 
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Obr. 4.10: Odraz od difuzního povrchu [30]. 
5 Výsledky navržených řešení 
U sestavených a testovaných algoritmů je intenzita elektrické složky EMG vlny vyzářené 
ze zdroje v čase konstantní (E(t) = konst.). Z tohoto zdroje je vyslána pouze pulzní vlna 
a vyhodnoceny jsou změny maximální hodnoty intenzity elektrického pole. To je plně 
dostačující pro požadovanou odezvu vrstevnatého prostředí jako celku. Pro porovnání 
s programem ANSYS byl zdroj změněn tak, aby intenzita elektrické složky byla závislá na čase 
a odezva prostředí byla vyhodnocena pro spojitý zdroj. 
Reálná část vektoru k určuje rozložení vlny v prostoru a je kolmá na rovinu konstantní 
fáze. Imaginární část vektoru k vyjadřuje tlumení vlny a je kolmá k rovině konstantní 
amplitudy. Z tohoto a vztahů (4.5) a (4.6) vyplývá, že komplexní tvar úhlu lomu v sobě nese 
informaci o směru šíření konstantní amplitudy a konstantní fáze. Z komplexního úhlu odrazu 1 
podle obr. 4.6 a) a komplexního úhlu lomu 2 je také odvozena velikost intenzity odražené 
a lomené vlny. V průběhu výpočtu je tedy nutné pracovat s komplexním tvarem úhlu odrazu 
a lomu pro správné určení velikosti intenzity odražené a lomené vlny. Pouze u nehomogenních 
vln se pro určení směru šíření konstantní fáze, a tudíž směru šíření vlny, uvažuje pouze reálný 
úhel lomu. 
Nelze však použít reálnou část číselné hodnoty úhlu, protože ta se mění současně se 
změnou směru šíření konstantní amplitudy. Z tohoto důvodu je nezbytné odděleně 
vyhodnocovat komplexní úhel a reálný úhel. Zpětným vyhodnocováním směru šíření vlny 
z komplexního tvaru úhlu je vzniklá chyba až 50 %. Není tedy možné tuto chybu zanedbat 
právě s ohledem na mnohonásobné odrazy ve vrstvených materiálech. 
5.1 Vyhodnocení složek elektromagnetické vlny 
V modelu s paprskovým šířením elektromagnetické vlny podle kapitoly 4.5 se u spojitého 
zdroje elektromagnetického pole v časové oblasti dostáváme do problému superpozice složek 
elektromagnetického pole E, H v závislosti na rychlosti šíření složky elektromagnetického pole 
prostředím vrstvy (4.51). Závisí na relativních permeabilitách, permitivitách a měrné vodivosti 
materiálu vrstvy, která je definována vlnovým číslem k. Pro blízké okolí dopadu paprsku na 
rozhraní dvou prostředí je nutné vyřešit způsob rozložení složek EMG pole pro diskrétní časové 
okamžiky šíření paprsku od místa dopadu do prostředí další vrstvy a místa interference s dalšími 
paprsky. Jedním z možných přístupů se ukazuje metoda kolokační známá z MKP [31]. Na obr. 
5.1 je naznačen způsob diskretizace hledané funkce f. Rozdělením na elementy e1, …, e4 
a lineární aproximací úseků se může parametricky nahradit hledaná funkce mezi libovolnými 
body x1, …, x5 diskrétního dělení nezávislé proměnné funkce f(x). 
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Obr. 5.1: Diskretizace oblasti na konečné prvky [31]. 
Potom náhradou jednoho elementu kombinací bázových funkcí N1 a N2, po částech 
lineárních, lze z obr. 5.2 vyjádřit aproximaci funkce f. V našem případě je funkce f rychlost 
šíření paprsku EMG vlny.  
 1 1 1 1 2 2f x N x f x N x f x , (5.1) 
 1 1 1 1 2 2
e e ef x N x f x N x f x , (5.2)  
 21 1
1 2
e x xN x
x x
, (5.3) 
 11 2
2 1
e x xN x
x x
. (5.4) 
  
Obr. 5.2: Diskretizace oblasti lineární funkcí [31]. 
 
Obr. 5.3: Aproximace rychlosti paprsku lineární funkcí. 
Při doplnění okamžitých rychlostí a časových okamžiků je aproximace rychlosti z úseku 
t2, t3 na obr. 5.3: 
 1 2 2 1 3 3v t N t v t N t v t , (5.5) 
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( ) ( )
t t t t
v t v t v t
t t t t
, (5.6) 
 2 3 2 3 3 2 2 3
2 3 2 3
( ) ( ) ( ) t ( )
;
v t v t t v t v t
v t t t t t
t t t t
. (5.7) 
Zápis popsaný v předchozích výrazech by se mohl zdát jako zbytečně komplikovaný, ale 
pro paprskovou metodu je jedním z klíčových řešení. Díky takto popsanému systému řešení 
doplněných do maticového systému lze jedinou operací nalézt řešení pro hledaný okamžik 
složek vlny v bodech. Pak je snadné vyčíslit řešení například do tabulky a zobrazovat šíření 
EMG vlny paprskovým modelem. 
Cílem výše popsané metody je nalézt pro vyhodnocení jediného okamžiku t všechny 
příspěvky složek vlny jak elektrických, tak magnetických. To je provedeno tak, že se vyhodnotí 
složky vlny pro čas t - t a t + t; pro tyto časové okamžiky je známa rychlost šíření vlny a lze 
určit polohu čela této vlny při paprskovém šíření. Pokud dojde ke vhodnému určení t, lze 
velmi výhodně polohový úsek a rychlost šíření vlny aproximovat podle výše popsané kolokační 
metody a lineární aproximace. Potom pro vyčíslení přesného časového okamžiku t 
a superpozice všech složek a částí vlny lze získat výrazně přesnější a rychlejší řešení. 
5.2 Odezva prostředí na EMG vlnu 
Odezva prostředí závisí na tloušťce d jednotlivých vrstev. Obr. 5.5 zobrazuje odezvu 
modelu složeného z deseti vrstev o stejné tloušťce d = 20 mm. EMG vlna o frekvenci 1,5 GHz 
prochází materiálem 1 s parametry r1 = 1; r1 = 1 a 1 = 1
.
10
-9
 S/m. Dopadá na rozhraní 
materiálu první a druhé vrstvy ve směru budící vlny pod úhlem o, kde se odráží a také lomí. 
Dále se vlna šíří materiálem 2 s parametry r2 = 81,6; r2 = 0,999991 a  = 4,4051
.
10
-6
 S/m. 
V dalších vrstvách se parametry materiálů pravidelně střídají. Okolní prostředí vrstevnatého 
vzorku je definováno parametry r0 = 1, r0 = 1 a  = 1
.
10
-9
  S/m. Popisované uspořádání je 
zobrazeno na obr. 5.4. Volba parametrů prostředí je vzhledem k teoretickému vyhodnocení 
vlastností navrženého přístupu jen testovací, nemá tedy aplikační vazbu. 
 
Obr. 5.4: Geometrický model a rozměry dopadu vlny na vrstevnaté prostředí. 
Obr. 5.6 znázorňuje průběh paprskového šíření intenzity elektrického pole TE ve 
vrstevnatém prostředí. V tomto obrázku je zachyceno vyhodnocení rozložení intenzity 
elektrického pole E, a to pouze podél primární EMG vlny, dle obr. 4.9. Paprsek, který dopadá 
na vrstevnaté prostředí, vychází z pulzního zdroje. Na obr. 5.6 nejsou pro jasnější zobrazení 
útlumu vlny vyhodnoceny interference. Navržený algoritmus dokáže vyjádřit parametry všech 
odražených a lomených EMG vln. 
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Obr. 5.5: Odraz a lom paprsků na vrstevnatém prostředí při 2000 cyklech v programu Matlab 
( r2 = 4). 
 
Obr. 5.6: Intenzita elektrického pole primární vlny TE na vrstevnatém prostředí pro úhel dopadu 
0 = 40°. 
Jako výsledek analýzy jsou vyhodnocovány moduly intenzit elektrického pole E podél 
rozhraní první vrstvy a vnějšího prostředí. Tyto hodnoty lze do jisté míry srovnávat s výsledky 
již známých metod analýzy EMG pole. Analýza odezvy na dopad EMG vlny na povrch 
vrstevnatého prostředí v rovině dopadu je znázorněna na obr. 5.7 a 5.8. Je zobrazen modul 
elektrické intenzity E v závislosti na dráze od středu modelu směrem k okraji, který je kolmý 
k ose dopadu. Rozložení modulů intenzit elektrického pole E na povrchu materiálu je zřejmé 
z  průběhu šíření EMG vln uvnitř vrstevnatého materiálu na obr. 5.5. Tloušťka vrstev v tomto 
grafickém znázornění je d = 100 . , kde  je vlnová délka vlny vyslané ze zdroje. V obr. 5.7 je 
zobrazeno rozložení modulů intenzit E pro EMG vlnu, která je vyslána ze zdroje v podobě 
jednoho pulzu, jedné periody. 
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Obr. 5.7: Šikmý dopad na vrstevnaté prostředí pro d =  . 100 a t = T (f = 700 THz). 
V obr. 5.8 je zachyceno vyhodnocení rozložení modulů intenzit elektrické složky E 
odezvy prostředí na budicí vlny, které jsou vysílány ze zdroje po dobu t = 20 . T 
s frekvencí f = 700 THz. Odezva prostředí je znázorněna superpozicí všech odražených 
a prošlých EMG vln. Tato odezva je nezávislá na době šíření, jak je patrné z porovnání modulů 
intenzit E na obr. 5.7 a 5.8. Výsledky analýzy v obrázcích jsou znázorněny pro vektor intenzity 
elektrického pole E (respektive její modul a fázi) vlny TE, která dopadá pod úhlem 0 = 30°. 
 
Obr. 5.8: Šikmý dopad na vrstevnaté prostředí pro d =  . 100 a t = 20 . T (f = 700 THz). 
Následují další interpretace analýz se změnou parametrů modelu. Obr. 5.9 znázorňuje 
tutéž odezvu jako v předchozí analýze, ale při změně tloušťky vrstev na d = , s odlišným 
parametrem prostředí r2 = 4 a úhlem dopadu záření 0 = 10°. 
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Obr. 5.9: Šikmý dopad na vrstevnaté prostředí pro d = ( r2 = 4, t = 20 
. 
T, f = 700 THz). 
Následuje zobrazení analýzy v obr. 5.10, ve které je vyhodnocena odezva prostředí 
s tloušťkou vrstev d =  na vlny dopadající pod úhlem dopadu 0 = 70°. Z rozboru lze 
určit, že odezva odlišná od předchozích průběhů je způsobena především úhlem dopadu. 
Tloušťka vrstev se výrazně neprojevuje ve změnách tvaru analýzy modulů a fáze intenzity 
elektrického pole vlny. 
 
Obr. 5.10: Šikmý dopad na vrstevnaté prostředí pro d =  / 100 (t = 20 . T, f = 700 THz). 
Z uvedených průběhů je patrné, že vytvořené algoritmy postihují celou řadu jevů 
vznikajících v průběhu šíření EMG vln a také parametrů zdrojů vln a prostředí, kterým se vlny 
šíří. Navržené a ověřené algoritmy umožňují použití bodových i plošných zdrojů, zdrojů 
pulzních i zdrojů generujících spojitou EMG vlnu. Odezva prostředí může být vyhodnocena 
jako celek nebo je možné vybrat určité body v geometrii modelu i určité časové okamžiky. 
Odezva prostředí pro určitý časový interval je znázorněna například na obr. 5.14 až 5.17. Jistým 
omezením, ale pro některé případy i výhodou, se ukazuje možnost zobrazení modulů a fáze 
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místo okamžitých hodnot. Algoritmy založené na paprskové metodě z principu nezahrnují 
vlnový charakter šíření EMG vlny, ale naproti tomu názorněji zobrazují chování šířící se vlny 
v prostoru a čase pomocí zobrazení stavu vektoru EMG vlny. Tento fakt může být výhodný pro 
kvantitativní přístup k analýze na detailech geometrie numerického modelu šířící se vlny. 
Navržené algoritmy umožňují vyhodnotit všechny složky EMG vlny – elektrickou složku E 
a magnetickou složku H a to jak pro vlnu TE, tak pro vlnu TM. Dále umožňuje vyhodnotit 
z nich odvozené veličiny, např. hustotu měrného výkonu používanou jako Poyntigův vektor . 
5.3 Porovnání s numerickým modelem programu ANSYS 
Pro ověření vlastností popisovaného analytického modelu byl vytvořen ekvivalentní 
srovnávací model založený na MKP s vlastnostmi dle úvodu kapitoly 5.2. MKP je finitní 
metoda vhodná pro řešení okrajových úloh. V průběhu řešení a analýzy MKP modelu došlo 
díky vysoké permitivitě jednoho z prostředí k velmi nepříznivému počtu dělení diskretizované 
sítě elementů k délce šířící se vlny v materiálu. Proto pro účely testu byly upraveny parametry 
materiálu 1: r1 = 1, r1 = 1 a 1 = 1
.
10
-9
 S/m; materiálu 2: r2 = 4, r2 = 0.999991  
a 2 = 1
.
10
-9
 S/m.  
Jako matematický model byla použita rozšířená vlnová rovnice pro ztrátové prostředí: 
  
2
2
2
0 0 0
c
u u
u f g f x y z t g x y z f x y z
t t
, , , , , , , , ,  v , (5.8) 
kde u je hledaný funkcionál, f je funkce tlumení elektromagnetické vlny, g je funkce buzení 
elektromagnetické vlny, fc je funkce ztrátového prostředí a  je oblast definičních proměnných 
a funkcí. Na obr. 5.4 je naznačeno rozložení materiálu ve vrstvách. Tímto způsobem 
vyhodnocení lze z řešení a následné analýzy vlnového modelu získat výsledky zobrazené 
v obr. 5.11 a 5.12 jako rozložení modulů intenzity elektrického pole E a jeho fáze. Jak už bylo 
zmíněno, řešení MKP v programu ANSYS přináší omezení výsledných hodnot. Projevuje se 
nespojitým rozložením hodnot v modelu. 
   
Obr. 5.11: Rozložení a) modulu a b) fáze intenzity elektrického pole E pro 0 = 40°. 
Vyhodnocení intenzity elektrického pole podél dráhy paprsku primární vlny je zobrazeno 
na obr. 5.13. Z průběhů je patrný modul elektrické složky EMG vlny. Na rozložení fáze 
komplexní intenzity elektrického pole se však projevuje nespojitost vlivem numerické chyby, 
proto zde není uvedena. Přímé porovnání grafických výstupů z programu ANSYS s výsledky 
vytvořených algoritmů dle obr. 5.6 není možné. Výstupy vytvořených algoritmů zobrazují 
průběh odezvy vrstevnatého materiálu na EMG vlnu z pulzního zdroje a vyhodnoceny jsou 
změny maximální hodnoty intenzity elektrického pole. Metodou konečných prvků byl zobrazen 
průběh intenzity elektrického pole uvnitř vrstevnatého prostředí, který je odezvou na EMG vlny 
ze spojitého zdroje. 
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Obr. 5.12: Rozložení a) modulu a b) fáze intenzity elektrického pole E pro 0 = 70°. 
 
Obr. 5.13: Rozložení modlu intenzity elektrického pole E pro a) 0 = 40° b) 0 = 70°, v kolmé ose 
středem vrstveného modelu. 
Vyhodnocení intenzity elektrického pole E v rovině dopadu na povrchu vrstevnatého 
materiálu je zobrazeno na obr. 5.14 až 5.17. Poloha intenzit elektrického pole na povrchu 
materiálu je patrná z průběhu šíření EMG vln uvnitř vrstevnatého prostředí na obr. 5.5. 
Na obr. 5.14 a) a obr. 5.15 a) je znázorněna interpretace analýzy modelu řešená MKP 
v programu ANSYS. Na obr. 5.14 b) a obr. 5.15 b) je znázorněna interpretace analýzy dopadu 
EMG vlny vyhodnocená pomocí navržených algoritmů uvedených v této práci. 
Přímé porovnání výsledků analýz oběma metodami je velmi obtížné. Z tohoto důvodu 
byly pro paprskový model navrženy algoritmy pro vyhodnocení zvolených časových úseků.  
Vyhodnocení modulu elektrické intenzity E na povrchu materiálu ve zvolených časových 
úsecích ukazuje obr. 5.16 a 5.17. Na obr. 5.14 b) a obr. 5.15 b) jsou znázorněny jejich 
aproximace do spojité funkce. Pro aproximaci do spojité funkce bylo použito Gaussovo 
rozdělení [32] a [33] podle vztahu 
 
2
2
( )
2
1
e
2
E
x x
f x , (5.9) 
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kde x je střední hodnota rozdělení,  je parametr rozptýlení a |E| je modul intenzity 
elektrického pole. Parametr rozptýlení byl zvolen  = 1 a střední hodnota rozdělení x = 0. 
Gaussova funkce je pouhým přiblížením vyhodnocení šíření EMG vlny paprskovou metodou 
k MKP, která uvažuje vlnové šíření EMG vlny. 
Zdrojem záření byla generována spojitá EMG vlna. Vhodně zvolený časový interval 
aproximované odezvy prostředí v podobě maximálních hodnot intenzity EMG pole umožňuje 
srovnání s vyhodnocením okamžitých hodnot získaným pomocí MKP z obr. 5.14 a) 
a obr. 5.15 a). Jak je z grafů patrné, výsledky obou analýz jsou srovnatelné. Je třeba si 
povšimnout, že modul intenzity elektrického pole E vyhodnocený z analýz z programu ANSYS 
není znázorněn v rozsahu 0 až maximum.  
   
Obr. 5.14: Rozložení modulu intenzity elektrického pole E pro 0 = 20°, v rovině dopadu vlny na 
povrchu materiálu a) v programu ANSYS a b) pomocí navržených algoritmů. 
   
Obr. 5.15: Rozložení modulu intenzity elektrického pole E pro 0 = 30°, v rovině dopadu vlny na 
povrchu materiálu a) v programu ANSYS a b) pomocí navržených algoritmů. 
Obr. 5.16 až 5.17 ukazují vyhodnocení intenzity elektrického pole E v rovině dopadu na 
povrchu vrstevnatého materiálu pomocí navržených algoritmů. Z těchto průběhů jsou 
aproximací Gaussovou funkcí získány průběhy na obr. 5.14 b) a obr. 5.15 b). 
Pro vyhodnocení pulzního děje a vyhodnocení maximálních hodnot EMG vlny na 
heterogenních prostředích je program ANSYS modul EMAD nevýhodný. Modul HFSS systému 
ANSYS již takové modely dokáže řešit, ale je to velmi robustní nástroj. V době provádění 
výzkumu a sestavení práce nebyl tento nástroj k dispozici. V modulu EMAG systému ANSYS 
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totiž dochází k mnohonásobným interferencím a rozdílným rychlostem šíření vln. V důsledku 
toho je průběh fáze intenzity EMG pole nerovnoměrný. V případě nastavení parametrů, které 
byly použity v této práci, dochází v modelu programu ANSYS k nepříznivému počtu dělení 
diskretizované sítě vzhledem k vlnové délce šířící se vlny. Tento nepříznivý jev je ještě pro 
účely porovnání přijatelný. V důsledku toho jsou omezeny výsledné hodnoty a tím také 
možnosti porovnání. 
  
Obr. 5.16: Intenzita elektrického pole vlny TE na vrstevnatém prostředí pro úhel dopadu 0 = 20°. 
 
Obr. 5.17: Intenzita elektrického pole vlny TE na vrstevnatém prostředí pro úhel dopadu 0 = 30°. 
6 Přínos práce 
Přínos disertační práce spočívá v teoretickém odvození analytických výrazů pro řešení 
dopadu EMG vlny na rozhraní vrstev s rozdílnými elektromagnetickými vlastnostmi a také pro 
chování elektromagnetické vlny na multivrstvých strukturách. Analytické vztahy šíření 
elektromagnetického pole v kombinaci s paprskovým šířením vlny byly aplikovány v oblasti 
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zdrojů signálu s širokým frekvenčním spektrem. Odvozené výrazy byly porovnány na 
srovnatelných numerických modelech s dosud používanými modely pro šíření vlny v jedné nebo 
více vrstvách. Analytické vztahy byly aplikovány i pro vícenásobná rozhraní se zahrnutím 
efektu šíření vlny s rozdílnou okamžitou rychlostí v oblasti jednotlivých vrstev.  
Původním přínosem je princip aplikace váhových funkcí použitých při vyhodnocování 
spojitého rozložení složek elektromagnetické vlny v diskrétním paprskovém modelu a využití 
komplexního úhlu odrazu a prostupu vlny ve vytvořeném analytickém modelu. Popisovaný 
analytický model využívá komplexního úhlu pro vyhodnocení parametrů šířící se vlny 
vícevrstvým heterogenním prostředím. Pro definování polohy prostupných a odražených složek 
ve vícevrstvém materiálu využívá metodu paprskové šíření. 
7 Závěr 
Disertační práce se zabývá teoretickým odvozením analyticky přesného řešení poměrů na 
rozhraní vrstev s různými elektromagnetickými vlastnostmi. Problém řeší i pro vícenásobná 
rozhraní se zahrnutím efektu šíření elektromagnetické vlny s rozdílnou okamžitou rychlostí. 
Teoretické části práce jsou porovnávány pomocí odlišných numerických metod modelování 
elektromagnetických vln na rozhraní nehomogenního materiálu.  
V rámci posouzení přesnosti odvozených analytických vztahů byl vytvořen numerický 
model, který akceptuje oblast vlastností a zákonů paprskového šíření EMG vln. Cíle disertační 
práce byly splněny. Byl vytvořen přehled a formulovány základní vlastnosti metod používaných 
pro analýzu šíření elektromagnetické vlny, zejména paprskových modelů.  
 Byl vytvořen modifikovaný numerický model pro paprskové šíření EMG vlny metodou 
Ray-tracing. Model je určen pro analýzu veličin EMG pole na rozhraní, a to i vícenásobném 
s vyhodnocením složky elektrického a magnetického pole jak dopadající a odražené, tak 
i superponované vlny. Metoda byla experimentálně formulována a algoritmus sestaven 
v programu Matlab.   
Algoritmus byl sestaven tak, aby bylo snadné vyhodnocovat všechny složky EMG pole 
v závislosti na rychlosti šíření vlny v heterogenním prostředí. Byla použita váhová funkce pro 
srovnání po částech spojitých výsledků v čase s analýzou pomocí spojitého numerického 
modelu (metodou konečných prvků). Byly porovnány složky elektromagnetického pole ve 
společných bodech modelu. Dále byla zkoumána a testována stabilita navrženého numerického 
modelu s analytickým přesným vyjádřením složek elektromagnetické vlny. Optimalizovaný kód 
byl odladěn pro vícevrstvý heterogenní materiál. 
 Ve vytvořeném analytickém řešení a jeho algoritmu byly navrhnuty a aplikovány postupy 
pro vyhodnocení a využití komplexního úhlu odrazu a lomu vlny, který při zanedbání 
u vícevrstvého heterogenního prostředí výrazně změní výsledky výsledné analýzy. Tento jev byl 
zkoumán analyticky a lze jej například experimentálně ověřit v oblasti optického rozsahu 
vlnových délek elektromagnetické vlny. 
V průběhu řešení disertační práce byly navrženy a ověřovány algoritmy pro analýzu 
složek EMG pole na souboru odlišných rovinných vrstevnatých materiálů. Složky EMG pole 
byly generovány bodovým zdrojem. 
Předností navrženého řešení tématu je schopnost získání velmi přesného řešení složek 
EMG pole na odezvu velmi krátkých pulzů, přechodných, spojitých i nespojitých budicích 
elektromagnetických zdrojů. Ve spojení s nástroji pro analýzu odezvy materiálu na zdroj 
spojitého signálu představují algoritmy doplňující nástroj pro návrh vrstevnatého materiálu. 
Aplikace [3] vytvořených algoritmů umožňuje realizovat např. bezodrazové plochy (např. 
v bezodrazových komorách, na měřicích pracovištích a u některých vojenských prostředků). 
Vrstevnaté struktury mohou také zajistit bezodrazový přechod EMG vlny z jednoho prostředí do 
prostředí jiného přizpůsobením několika vrstev materiálu vloženého mezi prostředí. Další 
využití vrstevnatých prostředí je v oblasti optiky (optické filtry); obdobně je možné tyto filtry 
využít pro radiové kmitočty. 
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